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2 第 1章 序論
[5]。その際、理論の自己無撞着性を保持するために質量 0の粒子、あるいはエネルギーがゼ







































る [25, 26]だけでなく、その生成過程も観測されている [27]。散逸項を導入した平均場近似
3でこの過程がよく記述されることはシミュレーションからわかっている [28]。さらに、凝縮
体に幾何学的位相を刷り込むことによって渦度 2と 4の量子渦も生成されている [29]。渦度


































































































































が干渉するという実験の結果 [21, 22, 23]とも符合する。さらに、磁気トラップ中のBECの
準粒子場のエネルギースペクトルを求める方法として知られている Bogoliubov–de Gennes

























































T ≡ i ∂
∂t
(2.2)


































ψ†(x) −→ e−iξψ†(x) (2.6)
に対して不変であることがわかる。ここで、ξは位置、時間によらない定数である。この変
換に付随するNoether流 (N0(x),N(x))は、以下のようになる。



































る。正準形式との類推で次のように場 ψ(x)を秩序変数 eiθv(x)と非凝縮体を表す場 ϕ(x)に
分割する。
ψ(x) = eiθv(x) + ϕ(x) (2.12)






K + V − µ + g



































	¯ = ω (2.17)
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である。この項が大域的位相変換 (2.6)に対して不変でないことは明らかである。ここで導


















この対称性を破る項を加えた作用を Sεとする。つまり、Sε = S + ∆Sとし、秩序変数と
非凝縮体を表す量子場で書き下すと以下のようになる。















































































[ψˆH(x, t), ΠˆH(x, t)] = [ψˆH(x, t), iψˆ
†
H(x, t)] = iδ
3(x− x′) (2.25)
[ψˆH(x, t), ψˆH(x
′, t)] = 0 (2.26)
[ΠˆH(x, t), ΠˆH(x
′, t)] = [iψˆ†H(x, t), iψˆ
†
H(x












































iθv(x) + ϕˆ(x) + F
[
eiθv(x), e−iθv(x), ϕˆ(x), ϕˆ†(x)
]
(2.31)
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とダイナミカルマップを選べば良いことになる。つまり、ダイナミカルマップは、遅延積展
開や、Yang–Feldman展開 [67]
ψˆH(x) = ϕˆin(x) + F














〈Ω|ψˆH(x)|Ω〉 = eiθv(x) (2.33)





































特に、この中性原子気体BECの系は凝縮数が 103 ∼ 109個であり、また、磁気トラップに捕
獲されているので通常の熱力学的極限を取ることはできない。このような状況で真空が直交













れる場合を考える。作用 (2.18)より、量子場 ϕˆ(x)の正準運動量を πˆ(x)とすると、
πˆ(x) = iϕˆ†(x) (2.37)
が得られる。よって、量子化条件は次の等式で定められる。
[ϕˆ(x, t), πˆ(x′, t)] = [ϕˆ(x, t), iϕˆ†(x′, t)] = iδ3(x− x′) (2.38)
[ϕˆ(x, t), ϕˆ(x′, t)] = 0 (2.39)
[πˆ(x, t), πˆ(x′, t)] = [iϕˆ†(x, t), iϕˆ†(x′, t)] = 0 (2.40)
以後は、両辺に共通な虚数記号 iを省略して
[ϕˆ(x, t), ϕˆ†(x′, t)] = δ3(x− x′) (2.41)
[ϕˆ(x, t), ϕˆ(x′, t)] = 0 (2.42)
[ϕˆ†(x, t), ϕˆ†(x′, t)] = 0 (2.43)
を量子化条件、または正準交換関係と呼ぶこともある。
さて、作用 (2.18)からHamiltonianを構成し、次のように非摂動部分 Hˆ0と摂動部分 Hˆint
に分ける。





ϕˆ†(x)(K + V − µ)ϕˆ(x)



































いても相互作用ハミルトニアン (2.46)の ϕˆ(x)、ϕˆ†(x)の 1次の部分はループとして寄与しな
い。しかし、これらは秩序変数と非凝縮相の分割を自己無撞着に決める条件によって凝縮体
の量子・熱補正に押し込められることが第 3章でわかる。









ここで、aˆ†、aˆは生成、消滅演算子、|n〉はその n粒子状態、f は 0 < f < 1を満たすある定
数である。この混合状態 ρ0である演算子 F (aˆ, aˆ†)のアンサンブル平均を計算すると、













{aˆ, aˆ†} −→ {aˆ, aˆ†}, {a˜, a˜†} (2.49)














1− f = 1 (2.53)
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ここで、パラメーター αは
0 ≤ α ≤ 1 (2.54)
を満たし、定数C1、C2は
C1C2 = 1− f (2.55)
を満たすものとする。この熱的真空を用いて先ほどの演算子 F (aˆ, aˆ†)の期待値を求めると、
f〈0|F (aˆ, aˆ†)|0〉f = C1C2
∑
n




Aˆ −→ Aˆ, A˜ (2.57)
このチルダは次の操作を満たすものとする。
(AˆBˆ)~ = A˜B˜ (2.58)




2B˜ (ci: c-number) (2.59)
(Aˆ†)~ = A˜† (2.60)
(A˜)~ = Aˆ (2.61)
|0〉f~ = |0〉f (2.62)
f 〈0|~ = f〈0| (2.63)
全ハミルトニアン H¯は
H¯ = Hˆ − H˜ (2.64)
と定義される。
ここで、|0〉f を真空とする生成消滅演算子 {ξˆ, ξˆ†}、{ξ˜, ξ˜†} を導入する。つまり、
ξˆ|0〉f = 0, ξ˜|0〉f = 0 (2.65)
f 〈0|ξˆ† = 0, f〈0|ξ˜† = 0 (2.66)



























1− f aˆ (2.70)
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観測量は Aˆ、つまり通常の生成消滅演算子 {aˆ, aˆ†}を用いて表され、真空はチルダ、非チル
ダ両方の自由度に関連した |0〉f なので、Feynman法は熱的Bogoliubov変換を通して {aˆ, aˆ†}




f = e−βE (2.71)
と置いている。ここで、βは逆温度 (inverse temperature)、Eは Hˆ の固有値である。また、






































K + V − µ+ gv20(x)− ε	¯
]
v0(x) = 0 (3.3)




0 (x) = v
(0)
0 (x) + v
(1)
0 (x)ε + v
(2)
0 (x)ε
2 + · · · (3.4)
18 第 3章 ツリーレベル
で表すと、 [





0 = 0 (3.5)











条件 (3.2)は「Sにおいて ϕに関する 1次の相互作用部分を取り出し、その部分をゼロに
する」という意味である。この条件について詳しく考察する。ツリーレベルにおいて相互作
用描像で場を
ψˆ(x) = eiθv0(x) + ϕˆ0(x) (3.7)
のように展開し、Hamiltonianを構成すると (2.44)の v(x)を v0(x)に置き換えたものが得ら
れる。次に具体的な演算子、状態には触れずに
〈Ω|ψˆ(x)|Ω〉 = eiθv0(x) (3.8)
〈Ω|ϕˆ0(x)|Ω〉 = 0 (3.9)











( 〈Ω0|T [ϕˆ0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ω0〉 〈Ω0|T [ϕˆ0(x)ϕˆ0(x′)]|Ω0〉
































K + V − µ+ gv20(x)
]
un(x) = (εn + ε	¯)un(x) (3.13)









′) = δ3(x− x′) (3.15)
∫
d3xun(x)un′(x) = δnn′ (3.16)
{un(x)}は本来 εに依存した関数であるので、その依存性を明記して、例えば εについて展
開することによって
u(ε)n (x) = u
(0)





2 + · · · (3.17)
とし、 [











aˆn|0〉 = 0 (3.19)
を満たすとする。すると、場の時間発展を考え、ψˆ(x)のこの真空での期待値を考えると、場
の展開 (3.12)と真空 (3.19)の組み合わせでは

























aˆθ,n ≡ aˆn − eiθ
√
Ncδn0 (3.23)









θ,n′] = δnn′ (3.26)



































= eiθv0(x) + ϕˆ0(x) (3.30)
したがって、場の時間発展を考えると、
ψˆ(x) −→ ψˆ(x) = eiθv0(x) + ϕˆ0(x) (3.31)
となる。この場の真空期待値を求めると、
〈0(θ)|ψˆ(x)|0(θ)〉 = eiθv0(x) (3.32)
〈0(θ)|ϕˆ0(x)|0(θ)〉 = 0 (3.33)
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θ,n′(t)] = 0 (3.36)
ここで、(3.34)式より明らかなように、n = 0のモードが ϕˆ(x)、ϕˆ†(x)に含まれることが同
時刻正準交換関係の成立に不可欠である。また、場 ψˆ(x)と ψˆ†(x)も同様に同時刻正準交換
関係を満たすのは明らかである。
[ψˆ(x, t), ψˆ†(x′, t)] = [ϕˆ0(x, t), ϕˆ
†
0(x
′, t)] = δ3(x− x′) (3.37)
[ψˆ(x, t), ψˆ(x′, t)] = [ϕˆ0(x, t), ϕˆ0(x′, t)] = 0 (3.38)
[ψˆ†(x, t), ψˆ†(x′, t)] = [ϕˆ†0(x, t), ϕˆ
†
0(x














2aˆ†θ,nUnn′ aˆθ,n′ + e









































−[aˆn, aˆ†n′] + [aˆ†n, aˆn′] + e−2iθ[aˆn, aˆn′]− e2iθ[aˆ†n, aˆ†n′ ]
)
= iδnn′ (3.44)










n′ ] + [aˆ
†
n, aˆn′] + e













n′ ] + [aˆ
†



































































ε2U20, . . . ) (3.51)






























































































































である。本来は (3.56)において n, n′ ≥ 1の成分についても ε1のオーダーまで成分を求める
べきであるが、今後の計算には影響がないので省略する。また、行列






(n, n′ = 1, 2, . . .) (3.59)
を定義すると、直交行列O′は次の性質を満たす。
O′W ′O′T = E′2 (3.60)


































































































































[CnmCn′m − SnmSn′m] = δnn′ (3.73)
∞∑
m=0













































































































































θ,n′] = δnn′ (3.80)




θ,n′] = 0 (3.81)
また、準粒子の生成消滅演算子 {bˆθ,n, bˆ†θ,n}の真空を |Ωb(θ)〉とすると、{aˆθ,n, aˆ†θ,n}の真空
|0(θ)〉 とは次の関係がある。



































































{uCn(x)uCm(x′)− uSn(x)uSm(x′)} [ˆbθ,n(t), bˆ†θ,m(t)]
















= δ3(x− x′) (3.87)
[ϕˆ0(x, t), ϕˆ0(x




−{uCn(x)uSm(x′)− uSn(x)uCm(x′)} [ˆbθ,n(t), bˆ†θ,m(t)]
+ uCn(x)uCm(x














(CnSnm − SnCnm) u(x)um(x′)
= 0 (3.88)








−{uSn(x)uCm(x′)− uCn(x)uSm(x′)} [ˆbθ,n(t), bˆ†θ,m(t)]
+ uSn(x)uSm(x


















明らかなように、(3.83)で表される準粒子場 ϕˆ0(x)の中の n = 0のモードは ε→ 0 の極限で
生成消滅演算子の係数が発散する。後に、この発散がWT恒等式の成立や、異なる真空の直
交性にとって不可欠であることがわかるが、ここではこの発散と n = 0のモードの準粒子の
個数との関係を考察する。まず、n = 0の準粒子の個数 n0を通常の定義から
nˆ0 ≡ bˆ†θ,0bˆθ,0 (3.90)
としてみる。この真空による期待値は当然
〈Ωb(θ)|nˆ0|Ωb(θ)〉 = 〈Ωb(θ)|bˆ†θ,0bˆθ,0|Ωb(θ)〉 = 0 (3.91)
となり、(3.90)の定義によると n = 0のモードの粒子数はゼロ個である。次に、準粒子の分
布 nˆ(x)を
nˆ(x) ≡ ϕˆ†0(x)ϕˆ0(x) (3.92)
と定義するとその真空期待値は




となる。ここで、(3.93)の n = 0の部分を準粒子の n = 0のモードの粒子分布と解釈し直し、
さらにxについて積分したものを n = 0のモードの粒子数と解釈し直す。それを nϕ,0と定義
すると、
nϕ,0 ∝ ε− 12 (3.94)
となり、ε→ 0の極限で発散する。つまり、準粒子の個数の定義によっては (3.83)の中に現
れる発散は n = 0のモードの準粒子の個数が無限個あると解釈することもできる。しかし、





















ϕˆ0 (for i = 1)




ϕˆ†0 (for i = 1)




′; t− t′) ≡
(
G0,11(x,x
′; t− t′) G0,12(x,x′; t− t′)
G0,21(x,x





′; t− t′) ≡ −i〈Ωb|T [Φˆi(x, t)Φˆ†j(x′, t′)]|Ωb〉 (3.98)
と定義され、具体的には次のようになる。
G0,11(x,x
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G0,12(x,x

























































ω −En + iδuCn(x)uCn(x
′)− 1










ω −En + iδuSn(x)uSn(x
′)− 1


































bˆn = cnξˆn − snξ˜†n, bˆn = cnξˆ†n − snξ˜n



















c2n − s2n = 1 (3.112)
を満たしていることに注意しておく。































































































N0(x) +∇ ·N(x) = δL(x) (3.119)











〈Ω|T [Nˆ(t)ψˆ(x1) · · · ψˆ(xn)|Ω〉 =
n∑
a=1













δ(t− ta)〈Ω|T [ψˆ(x1) · · · δψˆ(xa) · · · ψˆ(xn)|Ω〉
+
∫





〈Ω|T [ψˆ(x1) · · · δψˆ(xa) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉 =
∫





ψ(x) −→ eiξψ(x) (3.124)
による場の変化分は










となり、ラグランジアンの変化分は δL(x) = 0となる。このため、WT恒等式 (3.123)は自
明な関係式となる。例として (3.125)と δL(x) = 0を用いて、n = 1の場合のWT恒等式を
計算してみると、















Lε(x) = L(x) + εΞ(x) (3.130)
と表される。ここで、L(x)は作用 S(2.1)のラグランジアン密度、つまり、










d4x′ 〈Ω|T [εδΞˆ(x′)δΞˆ(x)]|Ω〉 (3.133)
となる。ここで、





















〈Ω|T [ψˆ(x)ψˆ†(x′)]|Ω〉+ 〈Ω|T [ψˆ†(x)ψˆ(x′)]|Ω〉















〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉+ 〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉









′;ω = 0) + G0,22(x,x′;ω = 0)

























































































































































































よって、秩序変数 eiθv0(x)を基にした準粒子 {bˆθ,n, bˆ†θ,n}の真空 |Ωb(θ)〉と、eiθ′v0(x)を基にし
た準粒子 {bˆθ′,n, bˆ†θ′,n}の真空 |Ωb(θ′)〉の内積は次のようになる。





















































































〈0|zn〉 = 1 (3.149)
aˆn|zn〉 = zn|zn〉, aˆ†n|zn〉 = ∂zn |zn〉 (3.150)































































{zMz + z∗N∗z∗}+ uz + v∗z∗
]










































































































































































4 + (C · ς)1ε 14 · · · Cn0ε− 14 + (C · ς)nε 14
C10ε
− 1




















CiCmi (,m = 1, 2, . . .) (3.164)
である。よって、

























(m = 1, 2, . . .) (3.166)




Xm ≡ Ym (,m = 1, 2, . . .) (3.167)
と求まるので、行列式部分は以下のように求まる。
det[∆(θ − θ′)] = {∆(θ − θ′)}00 det(Y ) +
n∑
=1





















{∆(θ − θ′)}10 Y11 · · · Y1(−1) Y1(+1) · · · Y1n
{∆(θ − θ′)}20 Y21 · · · Y2(−1) Y2(+1) · · · Y2n
...
... · · · ... ... · · · ...






Y11 · · · Y1(−1) Y1(+1) · · · Y1n
... · · · ... ... · · · ...
Y(m−1)1 · · · Y(m−1)(−1) Y(m−1)(+1) · · · Y(m−1)n
Y(m+1)1 · · · Y(m+1)(−1) Y(m+1)(+1) · · · Y(m+1)n
... · · · ... ... · · · ...




























































{det[∆(θ − θ′)]}− 12 ∝ ε 14 (3.172)
となることがわかる。また、θ = θ′の時は




































4 G′−1 + Xε
1








4 − B′ε 14 − C ′ε 34 D′mε
1
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となり、指数部分に εに関して発散する項はない。ここで、A′等の各記号は εに依存しない
定数や行列である。
以上の議論から θ = θ′の場合














まず、BdGの方法の概要を述べる。この小節では、秩序変数を υ0(x) = eiθv0(x)とする。
ψˆ(x) = υ0(x) + ϕˆ0(x) (3.179)
と分割した際、非凝縮体を表す ϕˆ0(x)を生成消滅演算子{αˆn, αˆ†n}と位置の関数 {ζn(x), ηn(x)}





















n′] = δnn′ (3.182)




n′] = 0 (3.183)












































K ≡ K + V − µ + 2g|υ0(x)|2(x) (3.185)
M ≡ g|υ0(x)|2 (3.186)
ここで、いささか天下り的ではあるが、{ζn(x), ηn(x)}は次のBogoliubov–de Gennes方程
式と呼ばれる固有値方程式を満たすとする。{En}は固有値である。
Kζn(x)−Mηn(x) = EB,nζn(x) (3.187)

































d3x [ζ∗n(x)ζn′(x)− ηn(x)η∗n′(x)] = 0 (3.191)
関数が 1に規格化されていると仮定する。n = n′の時をみてみると固有値Enが実の定数で
あることがわかり、{ζn(x), ηn(x)}は次の直交条件を満たすことがわかる。∫
d3x[ζ∗n(x)ζm(x)− η∗n(x)ηm(x)] = δnm (3.192)
また、式 (3.187)の左から ηn′(x)を、式 (3.188)の左から ζn′(x)をかけ、xについて積分し、
同様な操作により、次の条件も得られる。∫
d3x[ζn(x)ηm(x)− ηn(x)ζm(x)] = 0 (3.193)







nαˆn + c-number (3.194)
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さて、次に {ζn(x), ηn(x)}の完全性条件について考察する。BdG方程式 (3.187)、(3.188)
は {ζn(x), ηn(x)} (n ≥ 1)だけでなく、固有値E0 = 0に対応する固有関数
ζ0(x) = η0(x) ≡ f(x) (3.195)
を解に持つ。この関数 f(x)は ∫
d3x |f(x)|2 = 1 (3.196)
と規格化されているものと仮定する。また、この関数は次の直交条件を満たす。∫
d3x [{ζ∗n(x)− η∗n(x)} f(x)] = 0 (3.197)
このゼロ番目の固有関数に相当すると思われる f(x)を {ζn(x), ηn(x)}に加えたものは完全
系をなすと予想されるが、実際は {f(x), ζn(x), ηn(x)} だけでは完全系をなさない [47]。
そこで、次の方程式を満たす関数 h(x)を導入する。




d3x [{ζ∗n(x)− η∗n(x)} f(x)] = I
∫
d3x [{ζ∗n(x)− η∗n(x)} (K +M)h(x)]
= I
∫
d3x [(K +M) {ζ∗n(x)− η∗n(x)}h(x)]
= IEn
∫
d3x [{ζ∗n(x) + η∗n(x)}h(x)]
= 0 (3.199)
より、h(x)に関する直交条件∫
d3x [{ζ∗n(x) + η∗n(x)}h(x)] = 0 (3.200)
が得られる。
次に、{f(x), h(x), ζn(x), ηn(x)} が完全系をなすと仮定して、f(x)、h(x)と、それぞれに
対応するエルミート演算子 Qˆ(t)、Pˆ(t)を (3.180)、(3.181)に加え、準粒子場 ϕˆ0(x)、ϕˆ†0(x)を
改めて次のように展開する。































= δ3(x− x′) (3.203)
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となる。ここで、Qˆ(t)、Pˆ(t)について正準交換関係
[Qˆ(t), Pˆ(t)] = i (3.204)
を仮定すると、












+ h(x) = f ∗(x) (3.206)
を得る。そして再び両辺に f ∗(x)をかけて xについて積分すると、
∫



















Pˆ(t) = Pˆ (3.209)
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まず、n ≥ 1のモードに関して議論する。BdG方程式 (3.187)、(3.188)をそれぞれ引き、
加えることによって以下のように変形する。
(K −M) ζ+,n(x) = EB,nζ−,n(x)
(K +M) ζ−,n(x) = EB,nζ+,n(x) (3.211)
ここで、関数 ζ±,n(x)を以下のように定義した。









R−(ε+ 4U) = EBR+ (3.214)
を得る。ここで、
(ε)nn′ = [εn + ε	¯]δnn′ (3.215)
(EB)nn′ = EB,nδnn′ (3.216)
である。これらの等式 (3.214)より
R+ε(ε + 4U) = E
2
BR+




R− = H−Oε1/2 (3.218)
ここで、行列H±は任意の対角行列である。実際、(3.48)、(3.60)より、
R+ε(ε+ 4U) = E
2
GR+
R−(ε+ 4U)ε = E2GR− (3.219)
となっていることがわかる。このことはGBと BdGの n ≥ 1のエネルギースペクトルが等
しいことを示している。そこで、






























n ≡ u(ε)Sn(x) (3.224)

















fε(x) −→ f(x) (3.228)
hε(x) −→ h(x) (3.229)
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ここで、
e0n = δ0n (3.234)





































































(C − S)T E−1G (C − S) e0 (3.241)












































O (ε0) O (ε0)

 (3.242)
となっていることがわかる。ここでは n = 0行目と n = 0列目を残りの部分と区別して表し
ている。よって、














































































































































′) + hε(x)fε(x′)] (3.249)










(bˆ0 − bˆ†0) (3.250)
これらの演算子は正準交換関係を満足する。すなわち、次の関係式を満たす。
[Qˆb, Pˆb] = i (3.251)
[Qˆb, Qˆb] = [Pˆb, Pˆb] = 0 (3.252)
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Qˆ ≡ λ−1Qˆb (3.256)
これらの演算子と (3.247)、(3.248)を用いると (3.253)は次のように書き換えられる。
ϕˆ0(x) = e





















































nbˆn + (c-numbers) (3.260)
となることがわかる。
ここで、ゼロモードの真空について議論する。ゼロエネルギーモードとして扱っていた場








































































































































































d3x f 2ε (x) = 1 (3.266)(
K(ε) −M(ε)
)












K(ε) ≡ K + V − µ + 2gv(ε)2(x)



























































を取る前のハミルトニアン (3.259) で時間発展する伝播関数を作る。ハミルトニアン (3.259)
より、Q、Pの時間発展は次のように得られる。






















































































′; t, t′) =
(
G0,q,11(x,x
′; t, t′) G0,q,12(x,x′; t, t′)
G0,q,21(x,x





′; t, t′) ≡ −i〈ΩQ|[T Φˆi(x)Φˆ†j(x′)]|ΩQ〉 (3.283)





































































′; t− t′) (3.284)
= G0,q,22(x
′,x; t′, t) (3.285)
G0,q,12(x,x

































































′; t− t′) (3.286)
G0,q,21(x


































































′; t− t′) (3.287)
ここで、n ≥ 1のモードの伝播関数G0,exc,ij(x,x′; t− t′)は次のように定義される。
G0,exc,11(x,x






















































































iθv(x) + ϕˆr(x) + F1
[





〈Ω|ψˆ(x)|Ω〉 = eiθv(x) (4.2)












ϕˆ†r(x)(K + V − µ)ϕˆr(x)

























































































r,n′(t)] = δnn′ (4.11)


















[Cr,nmCr,n′m − Sr,nmSr,n′m] = δnn′ (4.15)
∞∑
m=0





[Qˆr, Pˆr] = i (4.17)





ϕˆr (for i = 1)




ϕˆ†r (for i = 1)
ϕˆr (for i = 2)
(4.20)
を導入する。これらを用いて非摂動伝播関数を構成し、
G(x,x′; t, t′) ≡
(
G11(x,x
′; t, t′) G12(x,x′; t, t′)
G21(x,x





′; t, t′) ≡ −i〈Ωr|T [Φˆr,i(x, t)Φˆ†r,j(x′, t′)]|Ωr〉 (4.22)




G(x,x′; t, t′) −→ G0(x,x′; t, t′) (4.23)
となる。繰り込まれたエネルギーや繰り込まれた波動関数なども h¯→ 0の極限を取ると、
Er,n −→ En (4.24)
urCn(x) −→ uCn(x) (4.25)
urSn(x) −→ uSn(x) (4.26)
fr(x) −→ f(x) (4.27)
hr(x) −→ h(x) (4.28)









れは、1ループレベルで繰り込まれた伝播関数を用いて tadpole図 (図 4.1)を計算する事に相
当する。その結果、次の等式が得られる。∫
d4x′G(x,x′; t− t′)[P (x′) + L(x′)] = 0 (4.30)
ここで、






















θ(t− t′) = 1, lim
t−t′→+0
























P (x) + L(x) = 0 (4.38)
が得られる。この (4.38)は 2×2行列の方程式であるが、各成分は同じ内容で、以下のように
なる。 [
K + V − µ + gv2(x)− ε	¯+ 2igG11(x) + ige−2iθG12(x)
]















v(x) = 0 (4.40)
が得られる。次に、1ループレベルにおける秩序変数 v(x)をツリーレベル v0(x)と量子補正
δv(x)に分割する。つまり、
v(x) = v0(x) + δv(x) (4.41)
とする。さて、この量子補正 δv(x)を 1ループレベルで自己無撞着に求めることを考える。
ループ展開は h¯展開であるので、1ループレベルとは h¯の 1次と同じ意味である [53]。
よって、(4.40)を h¯の 1次のオーダーで整理すると
[








v0(x) = 0 (4.42)
が得られる。δv2(x)などは h¯2のオーダーであるので、今考えている近似内では無視した。ま
た、第 2項も h¯1のオーダーで整理するとツリーレベルのものを用いればよいことがわかる。
ここで、赤外発散について考える。(4.40)には n = 0のモードによる赤外発散が含まれて
いる。この赤外発散を分離する基準 (criterion)を定める。量子補正のうち、発散は次の項に
現れる。
















そこで、まず、δv(0)(x)を u0(x) に比例する関数として、量子補正 δv(x) を δv(0)(x)と
δv(1)(x)に分割する。つまり、









u20(x)v0(x) = 0 (4.45)
を満たすものとする。よって、






(2S2n0 − Cn0Sn0)u0(x) (4.46)








(2SnSnm−SnCnm)u(x)um(x)v0(x) = 0 (4.47)
を満たす。上式の
∑′は ,m = 0から ,m =∞までの和のうち、 = m = 0を除いたものを
表す。ここで、δv(1)(x)に寄与する補正で、ゼロモードを考慮することによって初めて現れ
る部分を明記しておく。














(3Snm − Cnm) (4.49)
発散部分と有限部分をu0(x)に比例する部分とそれに直交する部分に分けたいのだが、上の
























= δv0(x) + δvf(x) (4.53)
定義 (4.51)、(4.52)より、 ∫
d3x δv0(x)δvf(x) = 0 (4.54)
が成り立つので、発散部分と有限部分を明確に分離できたことになる。
発散部分 δv0(x)は



















d4x′ G(x,x′; t− t′)[Pβ(x′) + Lβ(x′)] = 0 (4.58)
を得る。ここで、各量は以下で定義される。





























ここで、(4.59)のP (x)は (4.31)で定義されたものである。(4.58)の xは任意なので、
[
















v(x) = 0 (4.62)
となる。ここでも発散部分は u0(x)に比例していることがわかるので、ゼロ度の時と同様に
v(x) = v0(x) + δvβ(x) (4.63)
δvβ(x) = δv
(0)
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有限部分 δv(1)(x)が満たす方程式は次のようになる。
[









exp (βEn)− 1(SnSnm + CnCnm − CnSnm)
]
u(x)um(x)v0(x) = 0 (4.67)
ここでも、
∑′は ,m = 0から ,m = ∞までの和のうち、 = m = 0を除いたものを表す。
ゼロモードを考慮することによって加わる、δv(1)β (x)に寄与する有限部分を明記すると、
2








































































を用いたものに置き換えればよい。伝播関数は ε→ 0の極限を取ったもの (3.284) ∼ (3.287)
を用いる。結果として、次の等式が得られる。[
K + V − µ+ gv2(x) + 2igGq,11(x; t) + ige −2iθGq,12(x; t)
]
v(x) = 0 (4.75)
ここで、(4.36)、(4.37)と同様に、















〈Ωr,q|Pˆ2r |Ωr,q〉+ f 2r (x)〈Ωr,q|Qˆr2|Ωr,q〉























































そこで我々は、展開 (3.279)が t Irという時間だけで、有効であると仮定し、ループ計
算においては t/Irを無視する近似を採用してみる。すると、(4.76)、(4.77)は
iGq,11(x; t) = h
2





iGq,12(x; t) = e
2iθ
{






























































2. 1で求めたGP方程式の解を基にして、完全正規直交系 {un(x)}、固有値 {εn}を数値
計算によって求める















表 4.1: エネルギー準位 nごとの {εn}と {En}。表 (a)は凝縮原子数Nc = 1000の場合、表
(b)はNc = 25000の場合の第 n準位のそれぞれの値を示している。低い準位で {εn}と {En}
に有意な差が認められる。
(a) (b)
Nc = 1000 Nc = 25000
n εn[ω] En[ω] n εn[ω] En[ω]
1 1.976 2.015 1 1.669 2.130
2 3.967 3.999 2 3.529 3.960
3 5.963 5.989 3 5.451 5.839
4 7.959 7.983 4 7.401 7.752



























































(2SnSnm − CnSnm)u(x)um(x)v0(x) = 0 (4.84)
が得られる。ここで、
∑′は ,m, n = 0から ,m, n =∞までの和のうち、 = m = 0を除い




W n′ndn = −Fn′ , (4.85)
となる。ここで、















































(2SnSnm − CnSnm) + 2






算は、87Rb原子BECに対して実行した。従って、質量はm = 1.42× 10−25 [kg]であり、磁
気トラップの振動数は ω = 200× 2π [Hz]とした。凝縮している原子数はNc = 25000、相互
作用定数は g = 0.003とした。これのパラメーターを用いると、g
√































radial distance (aho units)
QC with NG Mode
QC without NG mode





































radial distanece (aho units)
Corrected Condensate with NG Mode


















radial distance (aho units)
Correction with NG Mode
Correction without NG Mode





















radial distance (aho units)
Corrected Condensate with NG Mode
Corrected Condensate witout NG Mode
Condensate witout Corrections





















radial distance (units of aho)
Correction with NG Mode
Correction without NG Mode
図 4.6: T/Tc  0.95の時の量子・熱補正の動径方向分布。横軸は動径方向の位置、縦軸は
δvβ,f(x)を表す。実線はNGモードの入った補正の分布、破線はNGモードが入っていない
補正の分布を示す。



















radial distance (units of aho)
Corrected Condensate with NG Mode
Corrected Condensate without NG Mode
Condensate without Corrections






〈Ωq|Pˆ|Ωq〉 = 0 (4.92)





































表 4.2: gNcと Iとの関係。
る。この量子状態で (4.80)を h¯の 1次のオーダーで評価すると、
[















[2SnSnm − CnSnm] u(x)um(x)
}
















Nc、gの値での Iの値を調べ、表 4.2に示す。この表 4.2より、gNcが小さい時に Iは




以上の考察を基に、Nc = 100、g = 0.05というパラメーターで数値計算を行い、量子補正
を評価した。このパラメーターでは gNc = 0.5 < 1となる。図 4.8に量子補正を示す。この























〈Pˆ2〉β = I/β (4.101)
〈Qˆ2〉β = ∞ (4.102)
〈QˆPˆ + PˆQˆ〉β = 0 (4.103)
となる。Qˆを位置、Pˆを運動量と見たときには、(3.260)は自由粒子のハミルトニアンになっ
ている。つまり、〈Qˆ2〉βが無限大であるのは自由粒子の位置の不確定さは無限大であること





















)] = 2Iω + I
β
(4.104)
〈Qˆ2〉β = 〈Ωq|Qˆ2|Ωq〉 = 1
8Iω
(4.105)
〈QˆPˆ + PˆQˆ〉β = 〈Ωq|QˆPˆ + PˆQˆ|Ωq〉 = 0 (4.106)
これは
(量子揺らぎ) + (熱揺らぎ) (4.107)
の形になっており、不確定性関係を考慮すると、この期待値の取り方が自然に見える。
上記の期待値を用いて凝縮体への量子・熱補正を計算し、h¯の 1次のオーダーで整理すると、



























v0(x) = 0 (4.108)
が得られる。この計算ではゼロエネルギーモードの時とは違い、発散は現れない。
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 0  0.05  0.1
図 4.10: T/Tc = 0.95での凝縮体の動径方向分布。横軸は動径方向の位置、縦軸は凝縮体の
分布を表す。実線は量子座標を用いた補正を含んだ分布、長い破線はゼロエネルギーモード
を用いた補正を含んだ分布、短い破線はNGモードが入っていない補正を含んだ分布、点線











































′; ρ)G12(x,x′;ω − ρ) + 4G11(x,x′; ρ)G21(x,x′;ω − ρ)
+4G11(x,x
′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ) + 4G12(x,x′; ρ)G21(x,x′;ω − ρ)
+2G11(x,x







′; ρ)G11(x,x′;ω − ρ) + 4G12(x,x′; ρ)G21(x,x′;ω − ρ)
+4G12(x,x
′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ) + 4G11(x,x′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ)
+2G12(x,x








′; ρ)G11(x,x′;ω − ρ) + 4G21(x,x′; ρ)G12(x,x′;ω − ρ)
+4G21(x,x
′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ) + 4G11(x,x′; ρ)G22(x,x′;ω − ρ)
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図 4.11: 4点相互作用による自己エネルギー項に対応する Feynman図。
図 4.12: 3点相互作用による自己エネルギー項に対応する Feynman図。
+2G21(x,x








′; ρ)G11(x,x′;ω − ρ) + 4G22(x,x′; ρ)G12(x,x′;ω − ρ)
+4G22(x,x
′; ρ)G21(x,x′;ω − ρ) + 4G21(x,x′; ρ)G12(x,x′;ω − ρ)
+2G22(x,x
































ω + Er,n + Er,m














ω − Er,n − Er,m





ω + Er,n + Er,m













ω − Er,n − Er,m





ω + Er,n + Er,m













ω − Er,n − Er,m





ω + Er,n + Er,m


















4πδ(ω −Er,n + Er,m)
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4πδ(ω − Er,n + Er,m)










4πδ(ω − Er,n + Er,m)










4πδ(ω − Er,n + Er,m)






























G¯(ω,p) = G(ω,p)− Σ(ω,p) + δE(p)




G¯(ω = E(p),p) = G(ω = E(p),p) (4.129)
つまり、























= δ4(x− x′)I (4.131)




















[(ω −Er,n)urSn(x)urCn(x′)− (ω + Er,n)urCn(x)urSn(x′)] (4.135)

























































d3xd3x′ [{Σ11(x,x′;ω) + Σ22(x,x′;ω)}
×{urCn(x)urCn(x′) + urSn(x)urSn(x′)}
− {Σ12(x,x′;ω) + Σ21(x,x′;ω)}
× {urCn(x)urSn(x′) + urSn(x)urCn(x′)}] (4.140)
となる。よって、DS方程式 (4.126)の両辺に n番目のエネルギーへの射影を施すと、
G¯−1n (ω) = G
−1





d3xd3x′ [4δE(x,x′) {urCn(x)urCn(x′) + urSn(x)urSn(x′)}
− Re {δE ′(x,x′)} {urCn(x)urSn(x′) + urSn(x)urCn(x′)}] (4.142)
である。これを用いて、エネルギー殻上条件を次のように定める。





δEn = Σn(ω = Er,n) (4.144)
を要求する。このエネルギー殻条件より、繰り込まれたエネルギーを求めることができる。
繰り込まれた n番目のエネルギーがEr,nなので、
Er,n = En + δEn = En + Σn(Er,n) (4.145)
となる。これまでの計算と同様に、1ループレベルにおいては h¯の 1次で整理すると
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Hˆeﬀ = Hˆ0 (4.150)
を繰り込み条件として要請する。これは、(4.149)の中の bˆ†r,nbˆr,nの項に関して、


































































































































Φ1 = Φˆ, Φ2 = Φ˜†
Φ¯1 = Φˆ†, Φ¯2 = −Φ˜ (A.1)
つまり、チルダ自由度の 2×2の添え字は上、もともとあった 2×2の添え字は下に表すこと
にする。4×4行列熱的伝播関数 Gβ(x,x′; t− t′)は次のように得られる。
G11β,11(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ11(x)Φ¯11(x′)]|Ωb〉β






















≡ −i β〈Ωb|T [Φ11(x)Φ¯12(x′)]|Ωb〉β






















≡ −i β〈Ωb|T [Φ12(x)Φ¯11(x′)]|Ωb〉β




















88 付 録A 有限温度の伝播関数の具体形
G11β,22(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ12(x)Φ¯12(x′)]|Ωb〉β






















≡ −i β〈Ωb|T [Φ21(x)Φ¯21(x′)]|Ωb〉β






















≡ −i β〈Ωb|T [Φ21(x)Φ¯22(x′)]|Ωb〉β






















≡ −i β〈Ωb|T [Φ22(x)Φ¯21(x′)]|Ωb〉β






















≡ −i β〈Ωb|T [Φ22(x)Φ¯22(x′)]|Ωb〉β























≡ −i β〈Ωb|T [Φ11(x)Φ¯21(x′)]|Ωb〉β























≡ −i β〈Ωb|T [Φ11(x)Φ¯22(x′)]|Ωb〉β























≡ −i β〈Ωb|T [Φ12(x)Φ¯21(x′)]|Ωb〉β























≡ −i β〈Ωb|T [Φ12(x)Φ¯22(x′)]|Ωb〉β























≡ −i β〈Ωb|T [Φ21(x)Φ¯11(x′)]|Ωb〉β
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G21β,12(x,x
′; t− t′)
≡ −i β〈Ωb|T [Φ21(x)Φ¯12(x′)]|Ωb〉β























≡ −i β〈Ωb|T [Φ22(x)Φ¯11(x′)]|Ωb〉β























≡ −i β〈Ωb|T [Φ22(x)Φ¯12(x′)]|Ωb〉β





































ω −En + iδ −
s2n

























ω −En + iδ +
c2n









ω + En + iδ
+
s2n















ω − En + iδ +
c2n









ω + En + iδ
+
s2n












ω − En + iδ −
s2n

























ω − En + iδ +
c2n

























ω − En + iδ −
s2n























ω −En + iδ −
s2n

























ω − En + iδ +
c2n









ω + En + iδ
+
s2n












ω − En + iδ −
cnsn







ω + En + iδ
− cnsn












ω − En + iδ +
cnsn







ω + En + iδ
+
cnsn













ω − En + iδ +
cnsn







ω + En + iδ
+
cnsn












ω −En + iδ −
cnsn







ω + En + iδ
− cnsn












ω −En + iδ +
cnsn







ω + En + iδ
+
cnsn












ω − En + iδ −
cnsn







ω + En + iδ
− cnsn












ω −En + iδ −
cnsn







ω + En + iδ
− cnsn












ω − En + iδ +
cnsn







ω + En + iδ
+
cnsn










L = Lˆ − L˜ (B.1)
である。この全ラグランジアンにおいて、場の微小変換
ψˆ(x) −→ ψˆ(x) + ξδψˆ(x) (B.2)
















(x) +∇ ·N(x) = δL (B.5)
ここで、









[ψˆ(x), N(t′)]δ(t− t′) = iδ(t− t′)δψˆ(x) (B.8)
[ψ˜(x), N(t′)]δ(t− t′) = iδ(t− t′)δψ˜(x) (B.9)
より、わかる。




β〈Ω|T [N(t)ψˆ(x1) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉β =
n∑
a=1











δ(t− ta)β〈Ω|T [ψˆ(x1) · · · δψˆ(xa) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉β
+
∫





β〈Ω|T [ψˆ(x1) · · · δψˆ(xa) · · · ψˆ(xn)]|Ω〉β =
∫




ψˆ(x) −→ eiξψˆ(x) (B.12)
ψ˜(x) −→ e−iξψ˜(x) (B.13)
に対して、場の変化分は
δψˆ(x) = iψˆ(x) (B.14)









































































d4x′ v(x′)[β〈Ωb|T [ψˆ(x)ψˆ†(x′)]|Ωb〉β + β〈Ωb|T [ψˆ†(x)ψˆ(x′)]|Ωb〉β
− e−2iθβ〈Ωb|T [ψˆ(x)ψˆ(x′)]|Ωb〉β − e2iθβ〈Ωb|T [ψˆ†(x)ψˆ†(x′)]|Ωb〉β
+ e−2iθβ〈Ωb|T [ψˆ(x)ψ˜†(x′)]|Ωb〉β + e2iθβ〈Ωb|T [ψˆ†(x)ψ˜(x′)]|Ωb〉β
− β〈Ωb|T [ψˆ(x)ψ˜(x′)]|Ωb〉β − β〈Ωb|T [ψˆ†(x)ψ˜†(x′)]|Ωb〉β ] (B.25)
ここで、ツリーレベルでの場の展開、(3.7)と、







d4x′ v0(x′)[β〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉β + β〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉β
− e−2iθβ〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕˆ0(x′)]|Ωb〉β − e2iθβ〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕˆ†0(x′)]|Ωb〉β
+ e−2iθβ〈Ωb|T [ϕˆ0(x)ϕ˜†0(x′)]|Ωb〉β + e2iθβ〈Ωb|T [ϕˆ†0(x)ϕ˜0(x′)]|Ωb〉β






′; t− t′) + G11β,22(x,x′; t− t′)
− e−2iθG11β,12(x,x′; t− t′)− e2iθG11β,21(x,x′; t− t′)
+ e−2iθG12β,12(x,x
′; t− t′) + e2iθG12β,21(x,x′; t− t′)






















′;ω = 0) + G11β,22(x,x
′;ω = 0)
96 付 録B 有限温度でのWard–高橋恒等式
− e−2iθG11β,12(x,x′;ω = 0)− e2iθG11β,21(x,x′;ω = 0)
+ e−2iθG12β,12(x,x
′;ω = 0) + e2iθG12β,21(x,x
′;ω = 0)
































































































































− i sin(√εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
98 付 録C 量子座標を用いた伝播関数の具体形



















− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)fε(x)hε(x′)
− i sin(√εE¯t) sin(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]























′; t− t′) (C.1)
= G0,q,22(x
′,x; t′, t) (C.2)
G0,q,12(x,x








































































− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]






























































′; t− t′) (C.3)
G0,q,21(x,x








































































− i cos(√εE¯t) cos(√εE¯t′)hε(x)fε(x′)
]
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